KOMPLEXNI CiSLA

DEFINICE KOMPLEXNiHO CiSLA

Komplexni ¢isla zavadime jako uspofadané dvojice (a, b) realnych Cisel a, b.
Mnozinu komplexnich Cisel zna¢ime:

C={z=(ab);abe€ER}

Cislo a se nazyva redlna ¢ast komplexniho &isla z.
Cislo b se nazyva imaginarni ¢ast komplexniho cisla z.

Komplexnim &islem rozumime ¢islo, ktere Ize zapsat ve tvaru
a + bi, kde i je imaginarni jednotka a a a b jsou realna cisla.

a + bi
T T
Redlna Imaginarni
cast cast

ALGEBRAICKY TVAR KOMPLEXNiHO CiSLA

Podobné jako redlna Cisla mGZeme komplexni Cisla scitat, odcitat, ndsobit a délit.
Pro zavedeni téchto operaci je vyhodné psat komplexni ¢islo z = (a,b) v
algebraickém tvaru jako:

z=a+ bi

i je zvlastni symbol, tzv. imaginarni jednotka.

Komplexni Algebraicky tvar Popis casti
cislo a+ bi
Ti— 2 —2+Ti Redlna éast je —2 a imaginarni
tastje 7.
4—3i 44 (—3) Reslna ést je 4 a imaginarni ¢ast
je —3.
9i 0+ 94 Redlna éast je 0 a imaginarni ¢ast
je 9.
-2 —2+ 0 Redlna éast je —2 a imaginarni
cast je 0.

TYPY KOMPLEXNIiCH CiSEL

Komplexni ¢islo z = (a,0) = a je realné cislo.
Komplexni ¢islo z = (0,b) = bi,b # 0 je ryze imaginarni Cislo.
Komplexni ¢isloz = (a,b) = a + bi,a # 0,b # 0 je imaginarni cislo.
K 1 ( sl Redlné Ryze imagindrni Komplexni
Omplexni clsla (b _ D) (a _ 0) (a 4 b?)
4492  —3— /5 T y
(7 + &)
P 3
Redlnd ¢isla V3 X X
(v3+04)
143 9 9 3 1
W 12,2 3}
(1+0d) % X
. - - s o - 1.32'
Ryze imagindrni ¢isla 0+ (—1,3)0) X X
. 100:
51 —12.2i 3
V5 12,2i 34 (0 -+ 100%) 2 X




GAUSSOVA ROVINA nebo komplexni rovina

Gaussova rovina je zpUsob zobrazeni komplexnich cisel.

AIm
5i..

4’l +
3it

20T

Re je realna osa
Im je imaginarni osa

ABSOLUTNi HODNOTA KOMPLEXNiHO CiSLA

Pro libovolné komplexni ¢islo z = a + bi definujeme:
absolutni hodnotu komplexniho &isla z: |z| = v/ a? + b2.

KOMPLEXNI JEDNOTKA

Komplexni jednotka je komplexni ¢islo, jehoZ absolutni hodnota je rovna 1.
|z =1

MnoZina vSech komplexnich jednotek tvofi v Gaussové roviné jednotkovou
kruZznici se sttedem v pocatku.

KOMPLEXNI €iSLO OPACNE A CiSLO KOMPLEXNE SDRUZENE

Pro libovolné komplexni Cislo z = a + bi definujeme:
opacné komplexni Cislo k Cislu z: —z = —a — bi,
komplexné sdruzené cislo k Cislu z: Z = a — bi (¢teme ,z s pruhem”).

ROVNOST, SOUCET, ROZDiL, SOUCIN a PODIL KOMPLEXNICH CISEL
Pro komplexni ¢isla z; = a + bi, z, = ¢ + di definujeme:

rovhost z; =2z, ©a=cAb=d

soucet z1+2z, =(a+bi)+(c+di) =(a+c)+(b+d)i
rozdil z1—2, =(a+bi))—(c+di) =(a—-c)+(b-dad)i

souc€in zyz; =(a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bo)i
: z; _ (a+bi) _ (ac+bd) | (bc-ad) .
podil Z3 T (c+di) T (c2+d?) | (c2+d?)

v pFipadé podilu pfedpoklddame, e z, # 0 neboli ¢ + d? # 0.

Uziteéna poznamka: Na soucin mizeme pohlizet jako na nésobenf dvojélenu dvojélenem a+bi a+bi c—di ac— adi + bei — bdi2 (ac + bd) + (bc — ad)

stim, ze vyuzileme vztahu 4 = —1 a jeho definici si nemusime pamatovat ctdi ctdi c—di 2_ B2 21

(a+bi)- (c+di) = ac + adi + bei + bdi? = (ac —bd) + (ad + be) .

. a|_la
I Usiteéna poznamka: Pro absolutni hodnotu kompiexnich &fsel plati- |2y - 2| = |21] - |2 & ;i‘ = HI




MOCNINY IMAGINARNI JEDNOTKY

=1
il=i
iZ=-1
B=i%i=(-1)-i
i*=i2-i2=(-1)- ( 1)_1
P=i%2-i%2i=1-i=i
i®=i%-i2-i?=-1
i7=i%-i% % i=—i
#=i%-i2-i?-i2=1
9 =i%-i2- %% i=i
10 =i%- % 2% 2 = 1
M =02ttt i =i
it?=1
i3 =i
it*=-1
it = —i
AR - B SR AL B LA
i 1 —i 1 i 1 —i 1

Vyjadieno matematickym vzorce:

i =1
ian+1l _
iAn+2 _

1
1
l4—n+3 —

Priklady 1: Dané komplexni Cislo zapiste v algebraickém tvaru, uréete jeho
redlnou a imaginarni ¢ast a zndzornéte je v Gaussové roviné: (178/1)

a)
b)
c)
d)

a=(-4,3)
b =(2,6)
c=(-7,-3)

=1

e) e=(0,-2)
) f=(0)
g g=(-60)
h) h=1(0,3)

Priklady 2: Dané komplexni ¢islo zapiste jako uspofddanou dvojici redlnych
Cisel a znazornéte je v Gaussoveé roviné: (179/2)

a)
b)
c)
d)

a=5+3i
b=2-4i
c=-05+1i
d=+3-i

e) e=§

f) f=-05i
g g=1-iV2
hy h=3Z

5


https://cs.khanacademy.org/math/komplexni-cisla/x5a21ddc4c0c1b430:uvod-do-komplexnich-cisel/x5a21ddc4c0c1b430:co-jsou-to-komplexni-cisla/a/intro-to-complex-numbers
https://cs.khanacademy.org/math/komplexni-cisla/x5a21ddc4c0c1b430:uvod-do-komplexnich-cisel/x5a21ddc4c0c1b430:co-jsou-to-komplexni-cisla/a/intro-to-complex-numbers
https://e-learning.vscht.cz/mod/page/view.php?id=10641

Priklady 3: Vypoctéte absolutni hodnotu komplexniho &isla a urcete, zda je
komplexni jednotkou: (179/3)

a) a=-3+4i

5 12 .
b) b=-5+5t ) f=-6-7i
¢ c= (0,—2) g) g =4
d) d=(80) h) h=-5

Priklady 4: Je dano komplexni ¢islo. Urcete k nému Cislo opacné a cislo
komplexné sdruzené, pak je znazornéte v téze Gaussoveé roviné: (180/4)

a) a=-5+2i e) e=-7-3i
b) b=(31) f) f=i

) c=4-2i

d d=(0,-3) h h=7

Priklad s postupem 1: Je ddno:a =2 — 3i,b = —4 —i,c =3 + 4i,d = —2i.
Vypoctéte: (180/priklad 1)

a) m=a+b+c+d d r=a-—a
b) n=a-b—-—c+d e) s=b—(-b)
¢) p=a+b-—-c—d fy t=c+¢

Priklady 5: Je dano: a = 7 — 2i. Urcete pocetné i graficky: (181/5)
a) r=a+ta

b) s=a—-a
c) t=a+(—a)
d u=a-(-a)

Priklady 6: Je déano:a = —6 — 2i,b =3 +1i,c = —i.
Uréete pocetné i graficky: r = a + b + ¢ (181/6)

Priklady 7: Je ddno: a = 8 4+ 2i,b = —4i,c = -1 —1i,d = 2.
Uréete pocetné i graficky: s =a—b +c—d (181/7)

Priklady 8: Je ddno: a = —3 + 5i,b = =3 + 2i,c = —4i,d = 2i.
Uréete pocetné i graficky: t = —a + b — c + d (181/8)

Priklady 9: Je ddno: a = 7i,b = —4 + 5i,c = 8.
Urdete pocetné i graficky: u = —a + b + ¢ (181/9)

Piklady 10: Je dano: a = 3,5 + i, b = %— ic=6+3i,d=1
Uréete pocetné i graficky: v =a —b — ¢ — d (181/10)

Priklady 11: Je dano:a = -7 + 2i,b =3 —i,c = —6 — 5i.
Uréete pocetné i graficky: w = —a + b + ¢ (181/11)

Priklady 12: Je dano: a = —0,8 + 0,2i,b = 4 — 0,4i,c = —7 + 3i.
Urdete pocetné i graficky: z = @ —a + b — ¢ (181/12)

Priklady 13: Je ddno:a = -8 —-3i,b =2 —i,c =7 + 2i,d = =5+ 8i.
Uréete pocetné i graficky:p =a+b — ¢ + ¢ — d (182/13)



Pfiklad s postupem 2: Je dano: a = 3 — 2i,b = 4 + 5i,c = =2 — 3i,d = —5.
Vypoctéte: (182/priklad 2)

a) ab d) (ad —bc)-(8—12i)
b) b2 e) i52 _ 2i102 _ 3i27 + i41
c) cc

Priklady 14: Vypoctéte: (182/14)

a) (3+2)(3-2i) e) (V7-8i)(V7 +8i)
b) (1-iV5)(1+ivs) f) (V5 +2iv3)(V5 — 2iV3)
c) (—6—4i)(—6+40) g) (0,1+)(01—1)

d) (=3 +4i)(=3 — 4i)

0 (22 (-32)

Priklady 15: \lypoctéte: (183/15)
a) 2(3-50) e) (-10+40)(-3)
b) (—6+3i))(2+10)
o (4-20)(-30)

d) (=7-0@3+ 4i)

f) (2=7)(3 4+ 60)
g) —4(-1-750)
h) (9 + 2i)(=9 — 20)

Priklady 16: Vlypoctéte: (183/16)
a) —6i3+5i7 —il? — 486
b) 7i?3 + 3i°8 - 2i%%7

1.75 5 .150 1.33 .
c) U7 ——17" == 41
) 3 6 2

3 7 5
d _i98 _i49 __i19
) 4 +2 8

Priklad s postupem 3: Umocnéte: (183/priklad 3)
a) (—4+5i)? b) (—1-2i)3

Priklady 17: Umocnéte: (183/17)

a) (=5+7i)? e) (=2 -8i)?
b) (4+i)3 f) (-2-1i)3
o (64 20)? g (4-—3i)?
2 3
d) (—§+ 31’) h) (%— 10i)
Piklad s postupem 4: lypottéte: _3;_2;, (184/piklad 4)
Priklady 18: Vypoctéte: (184/18)
2-5i i
a) 3+i e) 6+8i
20 —3-5i
b) 1-4i f) 6i
) 4+5i ) 1-3i
¢ —2+3i g —2i
6—i 2+i
d == h =



Priklad s postupem 5: UrCete realna Cisla x, y, pro ktera plati: (184/priklad 5)

a) §x+%yi=4—5i

b)

Priklady 19: UrCete realna cisla x, y, pro ktera plati: (185/19)
a) 7Tx-2L=2-
3
b) Sx—3i=1+2
2 LT
c) sxti=—cyi

d x—2yi=(-3+1i)?

Priklady 20: Urcete redlna Cisla x, y, pro ktera plati: (185/20)

7-5i
—2—4i

b) (1—i)(—2x+3yi)=2+4i

a) =0,2x — 0,1yi

—4i
i8_3;233

d GB+2i)x+1-i*)y=-1+5i

c) = —2x—lyi
T3 2

Priklady 21: Vlypoctéte absolutni hodnotu komplexniho cisla a urcete, zda je
dané komplexni ¢islo komplexni jednotka: (185/21)

_21-3i

T 2143i

_ —6-iV3

T 6+iv3

) _ —4V1540,9i

¢ = 00

11+4i
d d= .
—11+4i

a)

b)

Priklady 22: Vypoctéte: (185/22)

2—4i
) |5

—-1-3i

b) [(8—=5i)(2+1)]

6-4i  6+4i
c) - — -

6+41 6—41

74/5-21i
d) |—x/§+3i|

3+4i . N
e [=:l@+d@-n]"

f)  [=3i7 — 4% + i) + 4i%0 + 3{](8 — 2i)
6-2i (2-3i\"1
g) 1+i _( 2i )

== RICRDI GO R




GONIOMETRICKY TVAR KOMPLEXNiHO CiSLA

Goniometricky tvar zdlraznuje geometrické vlastnosti komplexniho Cisla,
konkrétné jeho absolutni hodnotu (vzdalenost daného cisla od poc¢atku v
komplexni roviné) a argument (velikost Uhlu, ktery svird spojnice daného
Cisla a pocatku v komplexni roviné s kladnou redlnou poloosou).

DEFINICE GONIOMETRICKEHO TVARU KOMPLEXNiHO CiSLA

Goniometricky tvar nenulového komplexniho Cisla z je vyraz
|z|(cos a + i sin a). Reélné &islo o se nazyva komplexniho ¢isla z.

Prevod algebraického tvaru na goniometricky tvar:

z=a+bi=|z|cosa+ |z|i-sina = |z|(cosa + i-sina)
a
a=|z|cosa = cosa =—
. . b
b= |z|sina = sina = —

Pfevod goniometrického tvaru na algebraicky tvar:

z=|z|(cosa+i-sina) =|z|cosa+ |z|sina-i=a+ bi

SOUCIN, PODIiL KOMPLEXNICH CiSEL V GONIOMETRICKEM TVARU

Soucin nenulovych komplexnich ¢isel a =|a|(cosa + i sina) a
b =|b|(cos B + i - sin B) je komplexni Cislo

a-b=|al-|b|-[cos(a+ B)+i-sin(a+ p)].
Podil nenulovych komplexnich ¢isel a =|a|(cosa + i -sina) a

b =|b|(cos B + i - sin B) je komplexni &islo

a_ |a|

5 =i [cos(@—p) +i-sin(a - B)].

MOIVREOVA VETA
Pokud je z komplexni jednotkou (|z| = 1), hovofime o tzv. Moivreové vété.
Pro kazdé prirozené Cislo 12 a kazdé redlné Cislo « plati:

(cosa +i-sina)™ = cos(na) + i-sin(na).

UMOCNOVANi KOMPLEXNICH CiSEL

Méjme nenulové komplexni ¢islo z =|z|(cos a@ + i sin a) a pfirozené Cislo
n € N, pak n-ta mocnina komplexniho cisla z je komplexni Cislo

z" = |z|" - [cos(na) + i - sin(na)].


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~portal/komplexni_cisla/?page=goniometricky-tvar
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~portal/komplexni_cisla/?page=goniometricky-tvar-operace

Priklad s postupem 7: (188/priklad 7)
a) ZapiSte komplexni ¢isloa = 3 (cosz?n + isin Z?n) v algebraickém tvaru.
b) Zapiste komplexni ¢islo b = — \/?E - gi v goniometrickém tvaru.

Priklady 25: Zobrazte komplexni Cislo v Gaussoveé roviné a zapiste je
v goniometrickém tvaru: (189/25)

a) 1 e) _%
b) -1 f) 3

c i ¢ —iv2
d —i h 4

Priklady 26: Zapiste komplexni ¢islo v algebraickém tvaru: (189/26)

a) é(cos 330° + isin330°) e) cos150°+isin150°

b) 4 (cos%ﬂ + isin 4?”) f) 2 (COS 7?” +isin 7?”)

¢) 1,5(cos 135° + i sin 135°) g) V7 (cosZ+isinT)

d) %(cos% + isin%) h)  10(cos305°20" + i sin 305°20")

Priklady 27: Zapiste komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru: (189/27)

a) 5V3+5i e) —§ﬁ+§i\/§
VZ_ 2,

b) — - n L-2

) 6-6iV3 g) 4+5i

d) 02+ 0,2iV3 h) —3—4i

Priklad s postupem 8: (190/priklad 8)
Je dédno: a = 3(cos 60° — isin60°),b = i(cos%ﬁ + isin%t).

Urcete soucin a * b a podil % a vysledky zapiste v algebraickém tvaru.

Priklady 28: Urcete soucin a - b a podil % a vysledky zapiste v algebraickém
tvaru: (190/28)

a) a=4(cos45°+isin45°),b = 2(cos315° + isin315°)

1 s . . T 3w . . 3m
b) a—g(cosz+lsm5),b—cosT—lsmT
c) a= %(cos 210° — isin210°),b = 6(cos 30° + i sin 30°)
d a=7 (cosz—n + isinz—”),b = l(cos 330° + isin330°)
3 3 2
3m . . 3m 2 7M. . W
e) a—3(COST—lSlnT),b—;(COST—lSIDT)
f) a=co0s945°+isin945°,b = cos675° 4+ isin675°

g) a=8 (cosl%n+ isin”Tn),b = 2(cos1320° + i sin 1320°)



Priklad s postupem 9: (191/priklad 9)
Pomoci Moivreovy véty vypoctéte z® a vysledek zapiste v algebraickém
tvaru:z = =2 —2i

Priklady 29: Pomoci Moivreovy véty vypoctéte mocninu daného Cisla z a
vysledek zapiste v algebraickém tvaru: (191/29)
a) z8z=-1+i
b) z°z = 3(cos210°+ isin210°)
o z19z= 243
2 2
d) 22?92z =cos315°+isin315°

e) z%z=——-i

6 _l( 3n 3_”)
f) Z,Z—2C052+151n2
g) zY2%,z=2-2i

51 . . 5w
h) Z9,Z:COS?+lSID?

EXPONENCIALNi TVAR KOMPLEXNiHO CiSLA

V exponencidlnim tvaru komplexniho Cisla se vyskytuji stejné atributy
daného cisla jako ve tvaru goniometrickém, a to absolutni hodnota a
argument. Jde jen o jiny a kratsi zapis, se kterym se dobre pracuje.

DEFINICE EXPONENCIALNIHO TVARU KOMPLEXNIHO CiSLA

Exponencialni tvar nenulového komplexniho ¢isla z je vyraz |z|e'?*, kde
Cislo o je komplexniho &isla z a |z| je jeho

Pfesné odlivodnéni je pomérné slozité, ale vysledny vztah je jednoduchy:
e'*=(cosa+i-sina)

Uzitim této definice dostdvame rovnost mezi exponencialnim a
goniometrickym tvarem:
|z| - e'® = |z|- (cosa +i-sina)

NASOBENIi A DELENi KOMPLEXNiCH CiSEL V EXPONENCIALNiM TVARU
Soutin nenulovych komplexnich &isel a = |alei® a b = |b|e'F je &islo

a-b=|al-|b| el(@+p)

Podil nenulovych komplexnich ¢isel a = |ale'® a b = |b|e'? je &islo

a_lal ia-p)
PR e .


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~portal/komplexni_cisla/?page=exponencialni-tvar
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~portal/komplexni_cisla/?page=exponencialni-tvar-operace
https://cs.khanacademy.org/math/komplexni-cisla/x5a21ddc4c0c1b430:operace-s-komplexnimi-cisly/x5a21ddc4c0c1b430:goniometricky-tvar-komplexnich-cisel/a/complex-number-forms-review
https://cs.khanacademy.org/math/komplexni-cisla/x5a21ddc4c0c1b430:operace-s-komplexnimi-cisly/x5a21ddc4c0c1b430:goniometricky-tvar-komplexnich-cisel/a/complex-number-forms-review

Priklady z internetu 1: Vyjadrete v exponenciadlnim tvaru se zakladnim
argumentem &isloz = 1 — /3 i.

7 vs

Priklady z internetu 2: Vlyjadrete v algebraickém tvaru komplexni Cislo

5T

l'_
zZ=4e 4.

Priklady z internetu 3: vyjadrete v exponencialnim tvaru nasledujici komplexni &isla:

7T

.
a) Z=COS?+151n8

b) z=25 (cos%”+ isin%”)

Priklady z internetu 4: vyjadrete v goniometrickém tvaru nasledujici komplexni &isla:

. 3T

a) z=¢e'7

4m
b) z=4e s
Priklady z internetu 5: vyjadrete v exponencidlnim tvaru nasledujici komplexni &isla:
a) z=3
b) z=-2i

1, V3,
¢ z= 5 + S L

d z=2V2-2V2i

Priklady z internetu 6: Vyjadrete v algebraickém tvaru nasledujici komplexni &isla:

i

wly

a) z=e

3T

b) z= 3el s

231

) z= 5e' e
Priklady z internetu 7: Vlypocitejte soucin komplexnich Cisel

. 31T . TT
a=+v2e"+ ab=3e's.

v . v aa vy
Priklady z internetu 8: Vypocitejte podil > komplexnich cisel
i3E i

a=3e 6 ab=6e s.

PFI'kIady Z internetu 9: Vypocitejte v exponencidlnim tvaru soucin komplexnich ¢isel x a y:
[

a) x=5y=2e:3

b) x=4e's,y=13e'%

Pfiklady Z internetu 10: Vypocitejte v exponencidlnim tvaru podil komplexnich ¢isel x a y:
i

a) x=8,y=2e":s

—TT

. 2T .
b) x=5e'3,y=+2e'%



RESENi ROVNIC V MNOZINE VSECH KOMPLEXNICH CiSEL

Linearni rovnice — algebraické rovnice 1. stupné
Kvadratické rovnice — algebraické rovnice 2. stupné
Kubické rovnice — algebraické rovnice 3. stupné

Binomické rovnice — dvojclen

e Trinomické rovnice — trojclen

e Bikvadratické rovnice — specialni pripad trinomické rovnice
e Reciproké rovnice

BINOMICKA ROVNICE

Binomickou rovnici se nazyva rovnice x™ = a, kde a = |a| - (cos a + i - sin a), tj.
x™ = |a| - (cosa + i-sin a). V oboru komplexnich &isel mé tato rovnice pravé n riiznych

v o n 2k . - 2k
kotenti ato x; = Y/[al - (cos ™" + i - sin “%), kde k €{,1,2, .., n — 1},

n n

RESENi KVADRATICKE ROVNICE V MNOZINE C
Kvadraticka rovnice s nezndmou x a redlnymi koeficienty
ax?+bx+c=0, a,b,ceER,a#0

nema realné kofeny v oboru redlnych &isel, pokud diskriminant D = b? — 4ac je
zaporny. Ale v oboru komplexnich ¢isel ma dva komplexné sdruzené koreny

_ —b+||D[i
X12 =~

Priklad s postupem 11: (193/priklad 11)
1. Reste rovniciv C:

a) 2(8 —x) = 6x — (2x — 1)?
b) x? = —-15

2. Sestavte kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty, je-li dan jeden jeji
kofen 3 — 7i.

Priklady 31: Reste rovnici v oboru komplexnich &isel: (194/31)
a) xc=-4

b) x2+81=0

c) 5x2+3=0

d x*+12=0

e) x2—6x+45=0

f) x?2+10x+29=0

g) 2x>—14x+25=0

h) 25x2+30x+13=0


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~portal/komplexni_cisla.dp/?page=rovnice-binomicke
https://e-learning.vscht.cz/mod/page/view.php?id=10642

Pfiklady 32: Rete rovnici v oboru komplexnich &isel: (194/32)
a) 2(x?-10)=5+3x(x —2)

b) 7—-(x—-1)>-11=0

) 3—(“4+x)?=4(1-4x)

d 6(x—1) = (x+ 2)?

Pfiklady 33: Reste rovnici v oboru komplexnich &isel: (194/33)

xz _2x 2(x2+1)
a) 2x+11—?— S
_ (x+3)% _ 3(3—x)

10 5

0 @r-12+4=3(x*+Z)-025
0

b) 1

Pfiklady 34: Rete rovnici v oboru komplexnich &isel: (195/34)

Priklady 35: Sestavte kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty, je-li dan
jeden jeji kofen: (195/35)



