UVOD DO KONSTRUKCENICH ULOH

Konstrukéni uloha je priklad, jehoZ fesenim je geometricky Utvar se zadanymi vlastnostmi sestrojeny pomoci pravitka,
kruzitka a pfipadné i Uhloméru. Pfi feSeni téchto uloh se vyuZiva jak mnoZin bodl dané vlastnosti a mnoZinovych
operaci, tak geometrickych vét. Obecné délime konstrukcni Ulohy na polohové, kde je alespon jeden z prvkd atvaru
zadan svou polohou, a nepolohové, u kterych Ize dany uUtvar sestrojit kdekoliv. Nepolohové ulohy se prevadéji na
polohové vhodnym umisténim urcujicich prvka.

Prikladem nepolohové ulohy je sestrojit trojuhelnik ABC o danych délkdch stran a, b, c. Ekvivalentni polohova uloha je
napriklad najit treti vrchol trojuhelniku, je-li ddna strana AB. Zminénou nepolohovou ulohu na polohovou zménime, kdyz
v roviné pevné umistime jednu ze stran trojuhelniku.

Spravnymi kroky feSeni konstrukéni dlohy jsou rozbor, popis konstrukce, konstrukce samotna a zavér, jehoZ soucasti je
u uloh s parametry diskuze. Rozborem se mysli nastin feseni, popis konstrukce je potom konkrétni zapis krokd, podle
kterych se bude konstrukce provadét. Zavér a diskuze, poptipadé zkouska, nakonec ovéfi spravnost konstrukce a v
zavislosti na zadani provéri pocet rfeseni, pficemz uvazujeme vSechna feseni v roviné.

Nékteré kroky pfi feseni konstrukcnich uloh povaZujeme za zdkladni a neni nutné je tedy rozepisovat, napf. vztyceni
kolmice prochdzejici danym bodem k dané pfimce, sestrojeni rovnobézky prochdzejici danym bodem k dané primce nebo
osy daného uhlu.

Nejuzivanéjsi metodou feSeni planimetrickych konstrukénich uloh je metoda mnozin vsech bodl dané vlastnosti.
Kromé této metody se uZivda metoda algebraickd (konstrukci resSime na zakladé vypoctu) a metoda geometrickych
zobrazeni. Tyto metody se Casto rliznym zplsobem kombinuji.

MNOZINY BODU DANE VLASTNOSTI

Jednim z postupu pfi feseni konstrukcénich uloh je vyuZiti mnoZin bodi dané vlastnosti. Jednd se o mnoziny bodid v
roviné, v nichZ jsou vSechny body, které maji danou vlastnost, a zadné jiné. Symbolicky zapisujeme M = {X € p; p(X)},
kde ¢ je vyrok tykajici se bodu X ve vztahu k jinym objektdm roviny p.

MnoZina M vsech bodU roviny p s danou vlastnosti, je mnoZina, pro kterou plati:
— Kaidy bod s danou vlastnosti patfi do mnoZiny M.
— Kazdy bod mnoZiny M ma danou vlastnost.

Podminky je moZné za pomoci obmény nahradit ekvivalentnimi vyroky:
— KaZdy bod, ktery mad danou vlastnost, patii do mnoZiny M.
— KaZdy bod, ktery nemd danou vlastnost, nepatii do mnoZiny M.

Pti vysetfovani konkrétni mnoziny bodd dané vlastnosti v roviné je nutné potvrdit obé tyto podminky.

Priklady:

Prikladem mnoZiny bod( dané vlastnosti mizZe byt kruZnice zadand stfedem S a kladnym redlnym cislem (polomérem) r,
coZ je mnoZina vsech bodd, které maji od stiedu stejnou danou vzddlenost. Symbolicky v roviné p Ize zapsat M = {X €
p; |XS| = r}

KaZdy bod X, ktery je od stfedu vzddlen r, leZi na této kruZnici. Oproti tomu, kaZdy bod kruZnice je od stfedu vzddlen r. Je
tedy potvrzeno, jak tato mnoZina vypadd. Druhym tvarem podminek se kruZnice vyjadii takto: KaZdy bod, jehoZ
vzddlenost od stfedu je rovna r, ndleZi kruZnici. Naopak kaZdy bod, jehoZ vzddlenost od stredu je riiznd od r, na kruZnici
nelezi.



OSA USECKY

Osa usecky AB je mnoZina bodd X v roving, které maji od bodu A a od bodu B stejnou vzdalenost. PFi rysovdni se vychdzi
Z faktu, Ze stred usecky AB do této mnoZiny patri. Dalsi body X této mnoZiny jsou vrcholy rovnoramennych trojiuhelniki
ABX, které jsou osové soumérné podle osy zdkladny, proto je mnoZina kolmici na usecku AB.

Soucasné miZeme k ose usecky pristupovat jako k mnoZziné vsech stfedi X kruznic v roviné, které body A a B prochdzeji.
ProtoZe je potom |AX| rovno |BX|, je tato vzddlenost soucasné polomérem prislusné kruZnice se stfedem X.

Osa usecky AB je mnoZina M bod( X roviny p takovych, Ze
— vzddlenosti |AX| a |BX| se rovnayji,

M = {X € p; |AX| = |BX|);
— X je stfedem kruZnice, na niZ leZi body A a B.
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L Body S, X1, X2 se stejnou Stredy S, X1, Xz kruZnic,
Osa usecky AB. vzdalenosti od bodU A, B. na nichz leZi A i B.

EKVIDISTANTA PRIMKY

MnoZina vSech bod( v roviné, které maji od dané pfimky p stejnou vzdalenost, se nazyva ekvidistanta pfimky p. Jednd
se o sjednoceni dvou pfimek, jez jsou s primkou p rovnobézné. Pro narysovdni staci pro kaZdou z dvou primek narysovat
jeden konkrétni bod, ktery na ni leZi, a jim vést rovnobézku.

Jinou mozZnosti, jak ekvidistantu o vzddlenosti v definovat, je mnoZina stfedi vsech kruznic o poloméru v, které se pfimky
p dotykaji (pfimka p je jejich tecnou).
Ekvidistanta pfimky p je pro konkrétni kladné cislo v,v > 0, mnozina M vsech bodU X v roviné p takovych, ze
— vzddlenost bodu X od pfimky p je rovna v,
M= {X€p; dX,p) = v},
— X je stfedem kruZnice o poloméru v, pro niz je pfimka p tecnou.
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Stredy X1, X; kruznic
o poloméru v,
pro néz je p tec¢nou.

Body X1, Xz

Ekvidistanta primky p. se vzdalenosti vod pfimky p.



OSA UHLU
Osu Uhlu zavedeme jako polopfimku, kterd uhel rozdéluje na dva uhly stejné velikosti.

Osa konvexniho uhlu AVB je mnoZina M vsech bodi X v roviné p takovych, Ze
— Xje od poloprimek — VA a — VB stejné vzddlen,
M = {X € <AVB; d(X,» VA) = d(X,- VB)},
— Xje bud bodem V, nebo stfedem kruZnice, pro niZ jsou polopfimky — VA a — VB tecnami.
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MnoZinu lze zobecnit na pfipad Uhlu vymezeného dvéma riznobézinymi primkami p, g (tedy ne pouze polopfimkami),
které se protinaji v bodé P. Body, které budou od obou pfimek vzddleny stejné, budou tvorit mnoZinu sloZenou ze dvou
na sebe kolmych primek. Z hlediska predchoziho zavedeni pojmu vymezuji pfimky p, q ctyri konvexni thly, jejichZ osy po
sjednoceni tvori hledanou mnoZinu.

Osa uhli vymezenych riiznobéZnymi pfimkami p, q s prisecikem P je mnoZina M bodi X v roviné p takovych, Ze

— Xje od pfimek p a g stejné vzddlen,

M={Xe€p;dX, p) = dX, ¢}
— Xje bud bodem P, nebo je stfedem kruZnice, pro niZ jsou primky p a q tecnami.

Osy uhll vymezenych Body X1, X: se stejnou Stfedy X1, Xz kruZnic,
pfimkami p, q. vzddlenosti od ptfimek p a g. pro nézZ jsou p a g tecny.



OSA PASU

| pro rovnobéziné primky existuje mnoZina bodU, které jsou od nich stejné vzdaleny. Takovou mnoZinou je primka,
takzvana osa pasu, kterd je s obéma rovnobézna a lezi "mezi nimi".

Osa pdsu rovnobéznych pfimek p, q je mnoZina M bodd X v roviné p takovych, Ze
— Xje od primek p a q stejné vzddlen,

M ={X€p; dX, p)=dX, ¢},
— X je stfedem kruznice, pro niZ jsou pfimky p a q tecnami.
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Body X1, X; se stejnou Stredy X1, X; kruZnic,
vzdalenosti od rovnobézek p, g. pro néz jsou p a g tecny.

Osa pasu rovnobézek p, q.

KRUZNICE

KruZznice je, jak uz bylo feeno, mnozZina vSech bodl vroving, které maji od daného bodu S (stfedu) stejnou
vzdalenost r (polomér). MdZeme na ni ale nahliZet ijako na mnoZinu vsech stredi kruznic téhoZ poloméru, které
bodem S prochdzeji.

KruZnice k(S, ), r > 0, je mnoZina vsech bodu X v roviné takovych, Ze
— vzddlenost bodi X a S je rovnar,
k = {X€p;|XS| = [},
— X je stfedem kruznice o poloméru r, na niZ leZi bod S.

X1, X2 jako stfedy kruznic o poloméru r,
které prochazeji bodem S.



EKVIDISTANTA KRUZNICE

Vzddlenost bodu od kruznice se v stifedoskolské geometrii nezavddi, proto ekvidistantu kruZnice zavedeme jinak neZ
u primky. Pro kruznici k se stfedem S o polomérur, r > 0, je ekvidistanta o vzddlenostiw, w > 0, mnoZinou stredi
vSech kruZnic o poloméru w, které se kruznice k dotykaji (tj. maji s ni pravé jeden spolecny bod).

Prow # r sejednd o dvé soustiedné kruZnice se stfedem v bodé S s poloméryw +r a |w — r|, v pfipadé, kdyw = r je
ekvidistantou jedna kruZnice se stfedem v bodé S a polomérem 2r.
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Ekvidistanta o vzdalenosti w X1, X2 jako stfedy kruznic o poloméru w,
kruznice o poloméru r. které se dotykaji kruznice k.

MNOZINA STREDU KRUZNIC DOTYKU

Pro dvé soustiedné kruZnice ki o poloméru ri a k2 o poloméru r,, kde ri > r;, existuje mnoZina stied( kruznic, které se
obou dotykaji. Tato mnoZina vznikne sjednocenim dvou soustrednych kruznic se stejnym stredem jako kruZnice ptvodni.
Ta s vétsim polomérem ma polomér %(ri+r2) a odpovidajici dotykové kruZnice maji polomér %(ri—rz). Druhd mé polomér
Y%(ri-r3) a jeji dotykové kruZnice maji polomér %(ri+r,).

KruZnice o poloméru %(ri+r2), KruZnice o poloméru %(ri-r2),
MnoZina stfed( kruznic dotyku. na niz lezi stfedy kruznic o poloméru na niz lezi stfedy kruznic o poloméru
1/2(!‘1—F2). 1/z(l‘1+l’2).



OBLOUKY

Méjme otevreny kruZnicovy oblouk se stfedem S, polomérem r a krajnimi body A, B. Uhel ASB se nazyvd stfedovy tihel,
ozna¢me jej jako w. V tomto pripadé budeme dbdt na poradi zminénych bodu, thel w tedy mizZe byt i nekonvexni.
Libovolné si na oblouku zvolime bod X. Uhel AXB, takzvany obvodovy uhel, oznaéme jako a.

*,
4
*
. m
4 B
o
o 5
)
(0]
ot ¥
Stfedovy a obvodovy uhel, Stfedovy a obvodovy uhel,
w konvexni. w nekonvexni.

Na dany oblouk Ize nahliZet i jako na mnoZinu bodi jisté vlastnosti. Velikost obvodového uhlu a je stejnd pro kazdy
zvoleny bod X na oblouku, tedy | £AXB| = a. MnoZina vsech bodu X, které maji tuto vilastnost, je tvofena sjednocenim
dvou otevienych oblouki vymezenych body A, B. Tyto oblouky maji stejny polomér a jsou osové soumérné podle
pfimky AB.
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Mnozina bodu X, Mnozina bodu X,
pro které plati pro které plati
| 4AXB| = a. | ¥AXB| = 6.

Velikost obvodového thlu je polovina velikosti uhlu stfedového, tedy a = w/2. ProtoZe body A, B déli pivodni kruZnici na
dva oblouky, mensi a vétsi, je dulezité si uvédomit, ktery z nich odpovidd kterému uhlu. JestliZe je stredovy
uhel w konvexni, pfislusny oblouk bude oblouk vétsi a jemu odpovidajici obvodovy thel abude ostry. Naopak, pokud je
stfredovy  uhel  nekonvexni, tupé obvodové uhly budou mit vrcholy na oblouku  mensim.
Pro pfipad, kdy je stfedovy uhel pfimy a tedy obloukovy uhel pravy, jsou oba oblouky pilkruZnicemi. MnoZina bod( X, pro
které je uhel AXB pravy, md aZ na body A, B tvar kruZnice a nazyva se Thaletova kruZnice.



Vztah stfedového a obvodového

) Thaletova kruznice nad useckou AB.
Uhlu a oblouku.

Pri konstrukci oblouku nad useckou AB se pouZivad uhel tsekovy, jenZ mad velikost stejnou, jako budouci prislusny uhel
obvodovy a. K usecce AB narysujeme poloprimku AY, kterd s ni bude svirat usekovy uhel a. K ni bodem A vztyéime
kolmici, jejimZ priinikem s osou usecky AB bude stred hledaného oblouku. Konstrukce Thaletovy kruZnice a oblouku pro
obecny obvodovy Uhel je podrobné rozvedena vietné appletu mezi priklady na kruZnice.
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Konstrukce oblouku nad Useckou AB
s pouzitim Usekového uhlu BAY.

Sjednoceni dvou obloukii vymezenych body A, B o stejném poloméru odpovidajicich thlu a je mnoZina M vsech
bodu X v roviné p takovych, Ze
— usecCka AB je z bodu X viditelnd pod uhlem «,

M = {X € p; |XAXB| = «a}



