GONIOMETRIE A TRIGONOMETRIE

VELIKOST UHLU VE STUPNOVE A OBLOUKOVE MIRE
1) STUPNOVA mira

1 otdcka = 360°

1° dhlovy stupen = % pravého uhlu
1" dhlova minuta = 6—10 stupné

17" thlova vtefina = 6—10 minuty
1°=60"=3600"

2) OBLOUKOVA mira
jednotkou je radian (rad)
Definice: Radian je stfedovy uhel, ktery prislusi na jednotkové kruznici
oblouku o délce 1.

1rad = 57°14" 45"

PREPOCTY rad na stupné a opacné

o a® _ alrad]
180° m
aO
[ ] a = T
180°

e a°=2.180°
T

Priklady: Dané uhly vyjadfi v radianech
a) 30°=

b) 8° =
c) 5°=
d) 140° =
e) 18° =



Priklad: Dané Uhly vyjadri ve stupnich
s
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ORIENTOVANY UHEL

je uhel urceny dvéma polopfimkami se spole¢nym pocdtkem (vrcholem),
kde jedna je pocatecni a druha koncova.
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VELIKOST ORIENTOVANEHO UHLU
je kazdé Cislo, jehoz absolutni hodnota udava, o kolik radiant nebo stupnd
se musi otocit pocatecni rameno, aby splynulo s koncovym.

Kazdy uhel ma nekonecné velikosti, které se lisi podle ndsobku otaceni
(360° nebo 2m).
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ZAKLADNI VELIKOST ORIENTOVANEHO UHLU
je vzdy v kladném sméru otaceni.
a € (0°;360°) nebo a € (0; 2m)




Priklad: Urci dalsi velikosti orientovaného uhlu
j) 30°=

k) 5=

Priklad: Urci zakladni velikost orientovaného uhlu

1) ABC = —30°
2) —g=m
3) BCA = —60°
4) fB\A:—g

Priklad: Urci zakladni velikost orientovaného uhlu a zakresli dhel na
jednotkovou kruznici:

a) u kladnych ahla odecitame k - 360° (nebo k - 2m)

b) u zapornych uhli pric¢itdme periodu k - 360° (k - 21)

1) 1220° =
2) —1826° =

Dalsi priklady: + vyznacit na jednotkové kruznici barevné
a) 778° =

b) 935° =
c) 755° =
d) 700° =
e) 575° =
f) 740° =
g) 1128° =
h) 418° =
i) 425° =
j) —333°=
k) —1567° =
) —126° =
m) —315° =

Priklady v rad:
23
1) —m=
4
2) —Un=
4

3) 197 =



GONIOMETRICKE FUNKCE V PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU

= zabyva se vztahy mezi stranami a Uhly trojuhelniku
Pro kazdy pravouhly A plati:

B . a protilehla odvésna
3 sina = —
c ku preponé
b prllehla odvésna
cosa = —
c ku preponé

(R prepont
; (
(

a tga="2 protilehla odvesna)
ga= ku prilehlé odvésné
filehld odvésna
Q A cotg a = - B )
% e ku protilehlé odvésné

Priklad: Zapis goniometrické funkce pro rdzné oznacené trojuhelniky.
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GONIOMETRICKE FUNKCE OSTREHO UHLU

a® 30° 45° 60°

sina

cosa

tga

cotg a

Priklad 1: Urci délky obou odvésen v AABC (y = 90°) s pfeponou 5 cm a
Uhlem a = 30°.

Pfiklad 2: V pravouhlém AABC s pravym uhlem u vrcholu C jea = 7 cm,
¢ = 8 cm. Vypocitej velikost thlu a a .

Priklad 3: V pravouhlém AABC (y = 90°) je @ = 42°,a = 7 cm. Ur¢i délku
prepony a délku druhé odvésny.

Priklad 4: V pravouhlém AABC (y = 90°) je c = 6 cm, & = 30°. Ur¢i délky
obou odvésen.

Priklad 5: V pravouhlém AABC (y = 90°) je c = 6 cm, & = 45°. Urc¢i délky
obou odvésen.
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sin o

cos oL

tg o

cotg o

ZAKLADNi HODNOTY GONIOMETRICKYCH FUNKCIi

(30°,45°,60°)

ROVNOSTRANNY TROJUHELNIK

ROVNORAMENNY TROJUHELNIK

TABULKA
Z odvozenych hodnot sestavime tabulku a doplnime ji i o 1thly 0°a 90°.
0° 30° 45° 60° 90°
sin ol 0 1 ND) NE) 1
2 2 2
cos o 1 NG NG) 1 0
2 2 2
tg o 0 B 1 NE) nedef.
3
cotg o nedef. J3 1 J3 0
3




Snadno zapamatovatelna Tabulka hodnot goniometrickych funkci

0 T T T T x 3 ar
X 6 4 3 2 2
0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270° | 360°

sing) | Y0 vl V2 V3 V4 0 1 0
2 2 2 2 2
4 3 2 V1 N

cos(x) h N A A A 1 0 1
2 2 2 2 2

- N \3 N{) J27 ) 0 _ 0

3 3 3 3

NS INC T A N

cotg(x) - N N A A - 0 R
3 3 3 3

0 T Fia Fia Fia r Jr 2
X 6 4 3 2 2 -
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
I V2 J3
sin(x, 0 1 0 1 0
(x) 5 5 5
\.":3 -\:‘:2 1
cos(x 1 0 1 0 1
) 2 2 2
tgx) | 0 V3 1 J3 ; 0 - 0
3
P 3
cotg(x) - V3 1 \3 0 - 0 _




JEDNOTKOVA KRUZNICE A PROCVICOVANI SINU A KOSINU

Jednotkova kruZnice je obycejna kruznice, kterd je bezrozmérna, presnéji
polomér této kruznice je roven jedné. Jednotkova kruZnice slouZi k
znazornéni definic jednotlivych goniometrickych funkci.

Co je to jednotkova kruznice
Jednotkova kruznice je kruznice, kterd ma polomér délky jedné a stred této
kruZnice se nachdzi ve stfedu soufadnicového systémy, tedy v bodé [0, 0].

1/90°
I I
180° 0ls 0°
1 0 1
1l \Y
-1
270°

Co je to kvadrant

KruZnice je dale rozdélena do Ctyr casti, kterym fikdme kvadranty. Vpravo
nahote je kvadrant prvni, vlevo nahore druhy, vlevo dole tfeti a vpravo dole
Ctvrty. ProtoZe tuto kruZznici budeme pouZivat k znazorfiovani uhld, jsou na
kruznici zvyraznény stupné. Tam, kde je nula stupnu, tam obvykle zacina
rameno Uhlu a sméfuje nahoru. Proto je bod [0, 1] oznacen pravym thlem.

Znazornéni sinu a kosinu na kruznici




Znazornéni tangensu na kruznici

tan(o)

1
180° 0
1 0 1
1 270
Znazornéni kotangensu na kruznici

1
C
180° 0
1
=1
Otazkou je, co se stane, pokud bude uhel alfa vétsi nez 90 stupfili u tangensu

a vétsi nez 180 stupriti u kotangensu, protozZe v téchto pripadech pfimka
neprotne rameno Uhlu, viz nasledujici obrazek:

cot(ot)




V tuto chvili udélame z polopfimky SB pfimkou a tato pfimka uz pfimku p
protne.

cot(o)

Podobné bychom postupovali i v pfipadé tangensu.

Kdy neni tangens a kotangens definovany

Na jednotkové kruznici si mGZzeme vsimnout jedné zajimavé véci. Pokud je
Uhel alfa rovny 180 stupfidim, potom se pfimka p a rameno Ghlu nikdy
neprotnou, protoze budou rovnobézné. Jak opravime tento problém? Nijak,
kotangens 180 stupind neni definovany. Podobné neni definovany tangens
90 stupnd, protozZe takové rameno bude rovnobéiné s primkou, se kterou by
se mélo protnout. Nasledujici obrazek to ukazuje alespon pro kotangens.

Priklad 1: Vyjadfi dané uhly v radidnech nebo ve stupnich
a) 18° =

b) 120° =

c) JT=

3

d) ET[Z

Priklad 2: Urci zakladni velikost orientovaného uhlu

a) —260° =
b) —18° =
¢) 1512° =

d) 1040° =



Priklad 3: Urci zakladni velikost orientovaného uhlu, urci kvadrant na
jednotkové kruznici a hodnotu goniometrické funkce
a) sin570° =

b) cos1050° =

Priklad 4: Urci kvadrant na jednotkové kruznici, zakladni feseni
goniometrické funkce a zapi§ mnozinu vsech reseni
. 3
a) sinx = i
2
Priklad 5: Urci zakladni velikost orientovaného Uhlu a hodnotu funkce

a) sin750° = k) sin2q =
3

b) sin1125° =

) sinEn:
c) sin1140° = 4
7
d) cos2220° = m)cos T =
e) cos405° = n) sin1200° =
f) SiDET[ = 0) cos930° =
2
33 p) sin870° =
g) sin—m =
* g) cos945° =
13
h) cosgm= r) cos810° =
i) cosZq = s) sin990° =
3
i) T =
j) cos-m =

VZTAHY MEZI GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI

* tga= cotg a
sina
* tga= cosa
cosa
° cotga= sina
Priklady:

1) V pravouhlém trojihelniku ABC (y = 90°) je & = 40°, velikost
odvésny a = 9 cm. Urci jeho ostatni strany a Uhly.

2) Sazime stromky 3,5 m od sebe. Jak daleko budeme sazet na svahu,
chceme-li zachovat vodorovnou vzdalenost 3,5 m. Sklon svahu je 25°.

3) Jak vysoky je komin, ktery vidime ze vzdalenosti 20 m pod Ghlem
45°,



FUNKCE SINUS A KOSINUS
(zkracené sin(x), cos(x))

Pocatecni rameno je vidy kladnd ¢ast osy x
Hodnoty funkce sin a hledam na ose y
Hodnoty funkce cos & hledam na ose x

Vlastnosti funkci:
1) Periodicnost = obé jsou periodické, nejmensi perioda je 21 (360°)

sina = sin(a + k- 360°) = sin(a + k- 2m)
cosa = cos (a+ k-360°) =cos (a+ k-2m)

2) Funkce zaporného uhlu
sin (—x) = —sinx funkce je LICHA

cos (—x) = cosx funkce je SUDA




Obé funkce kmitaji meziy = (—1;1)

Perioda je 21

Inverzni funkce k sinus je funkce ARCUSSINUS
Inverzni funkce ke cosinus je funkce ARCUSCOSINUS

Graf funkce sinus:
e y=sinx
e Grafem je SINUSOIDA
o Funkce je licha

Graf funkce kosinus:
® y=cosx
o Grafem je KOSINUSOIDA
e Funkce je sudd

Funkce sinus a kosinus a jejich vlastnosti:




Priklady: Urci hodnoty funkci sin(x) a cos(x)
) x=120°

m)x = 210°
n) x = 315°
o) x = 150°

Priklady: Urc¢i hodnoty goniometrickych funkci
1) cos gn =

.2

2) sin-m =
3
7

3) cos - =
4
.5

4) sin ~mw =
4

5
5) cos -m =
6

Priklady: Urc¢i hodnotu funkci (vSe dohromady)
5) sin750° =

6) cos405° =
7) sin1140° =
8) cos2220° =
9) sin1125° =
10) sin1200° =
11) cos930° =
12) sin930° =



GRAFY FUNKCI SINUS A KOSINUS

Grafy goniometrickych funkci se ¢asto a pfirozené vyskytuji i volné v
pfirodé. Zde si ukaZzeme, jaka je jejich zakladni podoba a jak se mohou
ménit v zavislosti na argumentu.

Grafy zdkladnich goniometrickych funkci

sin(x) cos(x) tan(x)
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Graf funkce tangens —- TANGENTOIDA
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Dopad uprav funkce na graf

sin(x+1)

Obrazek ukazuje grafy nékolika Uprav

sin(x)+1

sin(x + 1)
sin(x) +1
sin(2x)
2 sin(x)

2sin(x)

Zn N
S EEES

sin(2x)

funkce sin(x).

graf ma posunutou fazi (posun ve sméru osy Xx)
graf je posunuty ve sméru osy y

funkce ma zménénou délku periody

funkce ma zménénou velikost amplitudy

Co se stane, pokud budeme ménit argument funkce sinus?

e Graf funkce sin(2x) a sin (g)

sin(x / 2)

e Graf funkce 2 sin(x) a—— Sm(x)

2]
1]
sin(x)
2 -3m/2 0 /2 2 512
sin(x)-f -2 7
2 sin(x) -2

Co se stane, pokud budeme ménit argument funkce cosinus?

e Graf funkce cos(2x) a cos (g)
X)

cos(2

CO% 1
cos(x / 2) |
-2
e Graf funkce 2 cos(x) a——= Cos(x)
cos(? ; 2& ;’ ;
fn,fz 2m B A ' T2 2m 5?
cos(x -“
2 cos(x)




Priklady: Nacrtnéte graf funkce a urcete defini¢ni obor a obor hodnot

a) y=sin(x) +1

. s
b) y = sm(x +E)

. s
c) y= sm(x+5) +1
d) y=2-cos(x) —2
e) y = sin(3x)

s

fl y= cos(x+§)
g) y= 3-sin(x—%)

h) y=3-sin(’2—c+§)

Priklady: Nakresli graf goniometrické funkce a urci vlastnosti funkce: (defini¢ni
obor funkce, obor hodnot funkce, funkce je/neni prosta, je/neni spojitd, suda/lichad funkce, je/neni
periodickd, neohrani¢ena/ohraniéena zdola/shora, asymptoty funkce, soufadnice priseciki se
soutradnicovymi osami, lokaIni minimum, lokdlni maximum, rostouci/klesajici funkce)

p) ¥ = sin(x)
q) y = sin(2x)
r) y =sin (32—6)
s) y = 2sin(x)

sin(x)

Y y="5

u) y=—cos(x)+1
v) y =cos(—x)+ 3
=sin(Z —

w) y = sin (2 x)

x) y = —cos(x —m)

y) ¥y = 2sin(2x) + 2

z) y=-0,5sin(x) — 0,5

aa)y = —sin(—x + 11n)
3

bb) y = —cos(x +E7r)

Priklady: Nacrtnéte graf funkce a urcete defini¢ni obor a obor hodnot
a) y=3cos(x—1)+2
b) y =Zsin(2x +2) — 1

c) y=cos(§x+§)+1

Opakovdni: Nakresli graf goniometrické funkce

a) y =sin(3x —m)

b) y:cos(§+§)



FUNKCE TANGENS A KOTANGENS
(zkracené tg(x), cotg(x))

Tabulka hodnot funkci:

Goniometricka predstava:

Grafy funkci:




Priklady: Urci hodnoty funkci tg (x) a cotg (x)

a) x = 150°
b) x = 225°
c) x =120°
d)x=§7r
6
e)x=£n
2
f) x=27
4
) —_1
gl x=—-—m
h) x = 750°
i) x=-30°

Funkce tangens a kotangens:

Priklady: Najdi vSechna feSeni goniometrické rovnice
1) tgx =3

2) cotgx = _\/3_§



GONIOMETRICKE ROVNICE

Zakladni goniometrické rovnice:
gx)=a

jedna z goniometrickych funkci a€ERrR
(sin, cos, tg, cotg)

feSeni
= mnoZina vse jejich kofend z intervalu (0; 21r) nebo (0°; 360°).
feSeni je v R ; vyjadti se jako U
kez

Priklad: Najdi zakladni feSeni a poté zapis mnoZinu vSech rfeseni

1) sinx = —=
2
2) cosx=—g
3) tgx =3
4) cotgx=—\/?§
5) sinx = — 2
2
6) cosx=g

Pfiklady na opakovdni: Re$te v R rovnice a vysledné hodnoty zakreslete na
jednotkové kruznici. Najdéte zakladni feSeni a poté zapisSte mnozinu vsech feseni.

1) sinx=0 12) cosx = %
2) sinx=1
: 13) cosx = V3
3) sinx=-1 2
4) sinx =% 14) tgx = —V/3
1 15) tgx =1
5) sinx=—: 16) tax = —1
6) cosx=0
) 17) tgx = 2
7) cosx =1 3
8) cosx=-1 18) cotgx =1
1 =-1
9) tgx=0 9) cotgx
10) cotgx =0 20) cotgx =+/3

11) sinx = \/;



DALSi GONIOMETRICKE ROVNICE

Reseni substituci = vidy, kdy? je misto x jiny tvar
(napf. 3x,5x,3x + rr,% - 2x,..)

= nahrazeni vyrazu novou neznamou

Priklad: Dané rovnice feSte pomoci substituce

1) cos 3x =%

2) 2sin(3x+m) =-1

3) sin2x = 1
2

4) sin2x = —%

5) tg3x =-1

Pfiklad: Re$te goniometrické rovnice vyuZitim:

substituce + kvadratické rovnice

1) 2sin?x —sinx =0

2) 2cos?x—7cosx+3 =0

3) sin?x +5sinx+4=0

4) 4cos’x+4cosx+1=0

5) (3sinx —2)—(sinx —3)2+11=0

Priklady na opakovdni: VlyieSte v R goniometrickou rovnici

1)
2)
3)
4)
5)

6)
7)

8)

sin3x =0
sin2x=l
2
sin2x = _
2
cos b6x = e
2
X
tg 3= 0
tg3x =-1
sin3x =1
sin4x=\/7E

9) sin=-2
2 2
10) cosszg
11) c052x=—%
12) cos= = —1
7
X
13) tgg—O

14) tg2x = —/3
15) tg4x = ?

16) cotg2x = —1

Priklady na opakovdni: VlyteSte v R goniometrickou rovnici

1)
2)
3)
4)
5)

6)

sin (Zx + g) =-1

sin(2x+§) = —?

7) sin (Zx + %) =
8) cos (x - g) =

9) cos (§+g) =



Priklady na opakovdni: Reste goniometrické rovnice vyuZitim substituce
1) 4sin?x —4sinx+1=10

2) (cosx —4)(4cosx—3)+3=0
3) (2sinx + 1)(sinx —3) + (2sinx — 1)(sinx + 2) = 4sinx — 1
4) 2tg?x—5tgx =2 (tg’?x —2tgx) +3

5) cotg? x —? cotgx =0

VZTAHY MEZI GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI
GONIOMETRICKE VZORCE
1) sin®x + cos?x =1 x €R
2) sin2x = 2sinx - cosx

3) cos2x = cos? x —sin?x

sinx

4) tgx =

Cosx
cos x

5) cotgx =

sinx
T

6) tgx-cotgx =1 xik-;;kEZ

SOUCTOVE VZORCE
1) sin(x +y) =sinx-cosy + cosx-siny

2) sin(x —y) =sinx-cosy — cosx-siny
3) cos(x+y) =cosx-cosy—sinx-siny

4) cos(x —y) =cosx-cosy + sinx-siny

Pfiklad: Reste rovnici s vyuzitim goniometrickych vzorcl
1) 2cos?x =sinx +1 V rovnici je sinx icosx
pomoci vzorce upravim na rovnici
s jednou goniometrickou funkci
sin®x + cos?x =1
cos?x =1 —sinx

2) cosx —1 =sin’x
3) 3 cos?x = sin®x
4) cos2x —sinx =0

5) 3cosx = 2sin®x

Priklady: na souctové vzorce
1) cos (x - g) =
2) sin(m—x) =
3) —sin 2r —x) =
4) cos (x +m) =

5) sin(x —m) =



Priklad: Vyteste goniometrickou rovnici na souctové vzorce
1) cos(x —E) +sinx =1
2
2 3_77.' —
2) sin®x cos(x+ 2) 2
3) cos(2r + x) + cosx = —1
4) sinx —sin(x + m) = /3

5) coszx—sin(g—x)zo

Pfiklad na opakovdni: Redte rovnice s vyuZitim goniometrickych vzorc
1) sin?x — cos?x +sinx =0

2) 2tgx—3cotgx=1

3) tgx(sinx—l)=2cosx—cosx
4) sin3x = cos3x

V3 _
5) gy t4cotgx=0

6) 2+ cos2x =—5sinx

| =

7) sinx-cosx =

N

8) 2cos’x =sin?x—1

9) 6sin?x—7cosx—1=0

10) 3sinx = 2cos?x

11) sin?x+cosx+1=0

12) 2v/3sin?x = cosx

13) sinx+coszx=i

14) 3cos?x —4cosx —sin?x—2=10
15) 3cosx = 2sin®x

16) cos2x +sinx =0

Dalsi priklady na souctové vzorce: Zjednoduste
1) cos (g + x) =
. 31

2) sin (x - 7) =

3) cos (3771 + x) =

4) sin G + x) =

5) sin(x + 2m) =

6) cos(4mr —x) =

7) sin(§+x) — sin(%—x) =

8) cos(m — x) — sin (x + g)



